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Wichtige Hinweise
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Basispriifung Lineare Algebra

e Zweistlindige Priifung. Taschenrechner sind NICHT erlaubt.

e Alle Aufgaben werden gleich gewichtet.

Winter 2015

e Begriinden Sie jeweils Thre Aussagen. Nicht motivierte Losungen (ausser bei der
Multiple-Choice-Aufgabe) werden nicht akzeptiert!

e Tragen Sie die Losung der Aufgabe 6 (Multiple Choice) auf dem Extrablatt ein.
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Punkte

e Bitte fiillen Sie zuerst das Deckblatt aus.

e Legen Sie Thre Legi auf den Tisch.

e Schalten Sie Thr Handy aus.

e Beginnen Sie jede Aufgabe auf einer neuen Seite, und schreiben Sie
Ihren Namen auf alle Blitter.

e Bitte nicht mit Bleistift schreiben. Auch nicht mit rot oder griin.

e Versuchen Sie Ihren Losungsweg moglichst klar darzustellen
und arbeiten Sie sorgfiltig!

o Schauen Sie das Priifungsblatt erst an, wenn der
Assistent das Signal dazu gibt!

Viel Erfolg!



1.

a) Finden Sie eine Basis fiir den Losungsraum £ C R® des homogenen linearen Gleichungssyste-
mes

T1+2x9— 23+ 34— x5=0
3x1 — 229 + bx3 — 314 + 025 =0
T + 1’5:0

T3+ T4 =0.

b) Essei A € C™" mit AT = —A.
Zeigen Sie: Istn = 2k + 1,k € N, soist det(A) = 0.

a) Von den zwei unbekannten Grossen x1, x5 sind die folgenden gewichteten Mittelwerte gemes-
sen worden:

1
g( T+ 2ZL’2) =4
1
§(2$1 + $2) =3

1
g( xr, + ZL‘Q):4

Bestimmen Sie mit der Methode der kleinsten Quadrate die ausgeglichenen Werte fiir x4, 5.

b) Aus einem Ausgleichsproblem Ax — ¢ = r sei die Matrix

1 1/V2

A= 0 1
-1 —1/v2
und der Vektor ¢ = (v/2, 1, —\/§)T gegeben. Die Matrix @ aus der QR-Zerlegung von A lautet
1/vV2 0 1/V/2
Q= 0 1 0

—1/v/2 0 1/V2

Losen Sie mittels der () R-Zerlegung das Ausgleichsproblem im Sinne der kleinsten Quadrate.

()

1 /1 1 3 0
n=g(oa) n=( )

Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix 75 und eine Diagonalmatrix Ds so, dass fiir

a) Fir die Matrix

Siehe nachstes Blatt!
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TT BT, = D, gilt.

Hinweis: Nutzen Sie, falls notig, das Schmidt’sche Orthogonalisierungsverfahren zur Bestim-
mung von 75.

b) Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix 7" und eine Diagonalmatrix D so, dass fiir

12 0 00
21 0 00
cC=100 5 -1 2
00 -1 5 2
00 2 22

TTCT = D gilt. Begriinden Sie die Wahl von 7" und D.

¢) Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix C*.

a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des linearen Differentialgleichungssystems

Y1 = 2y1 + 2y
Y2 = 2y1 + 3y2 — 23
Y3 = — 2y + 4y3 .

b) Bestimmen Sie Anfangswerte y;(0),y2(0),y3(0) des linearen Differentialgleichungssystems
aus Teilaufgabe a), so, dass die zugehorige Losung zur Zeit ¢ = 1 die Werte 2, —1, 0 annimmt.

a) Konstruieren Sie mit Hilfe des Schmidt’schen Orthogonalisierungsverfahrens aus

1 1 1
aV = [1 7 a?® = [1 : a® = [2 :
0 2 3

eine orthonormale Basis in R?.
b) Zeigen Sie, dass fiir eine orthogonale Matrix A € R"*" gilt:

[All2 =1

¢) Betrachten Sie fiir einen Vektor a € R" die QR-Zerlegung, d.h. a = QR mit R = (%1) e R".

Zeigen Sie, dass
[rul = lallz -

Bitte wenden!



6. Multiple Choice:
a) Fiir v, w € R? gilt: Sind v, w linear unabhiingig, so ist v # 0 und w # 0.

b) Fiir Vektoren u, v, w aus einem Vektorraum V' gilt: Sind u, v linear unabhéngig und v, w linear
unabhingig, so sind auch u, v, w linear unabhéngig.

¢) Die folgenden Vektoren sind linear abhéngig:

1 0\ /3
—1|,1 1],[4
2 —2 0

d) Es sei A eine reelle m x n Matrix und b € R™. Ist 2 eine Losung des linearen Gleichungs-

systemes Ax = b und x eine Losung des zugehorigen homogenen Gleichungssytemes, so ist
x1 + xo ebenfalls eine Losung von Ax = b.

e) Seia € R,v € R" mit ||[v]ls = 1und A = I, — awv”, wobei I,, die n x n-Einheitsmatrix ist.
Es gilt, A ist orthogonal fir « = —1 und a = 2.

f) Essei A= (a™,... a™) eine reelle n x n Matrix. Fiir jedes j = 1, ..., n und fiir alle A € R
gilt ' .
det(..., a9, .. ) = Xdet(...,a", . ).
g) Die Matrix

-1 0 -1
A=|-1 -2 1
1 0 -1

mit den Eigenwerten —2, —1 + ¢, —1 — 7 ist dhnlich zu einer reellen Blockdiagonalmatrix D

/=2 0 0
D= 0 -1 1
0 -1 -1

Hinweis: Die Eigenwerte der Matrix A miissen nicht iiberpriift werden.

h) Wir betrachten die Singulidrwertzerlegung A = USV7T der Matrix

¥

V3
0
0

[
— _ O

Es gilt

S:

o = O
o O O

Viel Erfolg!



